WWW.malhonce 


ثلانة كدالية حسيابية حيث ٠‏ 
Hy, l1, , 1‏ تلاته حدود لمتتالد يبه حد 
XI, XU, = 1428 s3 «u + u, + 1, = 6‏ ,1 
عين 1و را!. ا! 


الحل 


li, +t, + I1, = 6‏ 0 6 - 0 
يخائئ 
ll, XH, XL, = 1428‏ 8 ح- lH, Xl, X1,‏ 
ومنه 12 = ,ا وبتعويض قيمة ر في الجملة السابقه نجد : 

٣ 24— i, 55 i +I, = 4 

1, ~24 +119 = 0 l1, XU, = 119 

ومنه (17 = 11و7 = 0)أو(7- و17- ,م ) إدن : 

0 - 170,212 u, = 7) 10 Th =2, = 17) 


تمرين 2 
) ,, ) متتاليه حسابية حدها الأول ,1 واساسها م و 5 هو مجموع 
ر حدا الأولى من هذه المتتالية . 

[) أحسب ۲ وک علما ان : 3- = ]1 و 25 = !)ا 


2) احسب م و علما أن :2= » و15- = ,۲ و 117- = ړک 


- © 


3) أحسب u‏ و ۴ علما أن :39 = ,ره و20 = ر و 400 - ؟ 
الحل 
15 15 


1( 165 ¬ <22 = 7 *) يرل + 4( = 0 


نعلم أن: 147+ 1 = بره ومنه 147+ 3- = 25 ومنه 2 م 


1 
2) 117- = “ا 2 م (u,‏ = ا ا Hy‏ = د 


ل 1 : 2 
ومده : 117- = ×13 ومنه . = = 
2 1 18 117 عر 
ıı +17r =2 +17 = ~5‏ = 4 = ,را ومنه: 1 دم 
20 
(u, +39)x10 = 400 3‏ = 7 *) 19 + ,%( = ورى = ,وى 


ومنه : 40 = 39+ ر ومنه: 1= ي 
لدينا : 39 = 197+ 1= 197+ 1 = ویر ومنه : 2 م 


تمرين 3 

c,b,a‏ بهذا الترتيب هي ثلاثة حدود متتابعة لمتتالية حسابية 
مجموعها 333 ومجموع مربعاتها 37205. عين الأعداد ۾,ط,ء 
الد 

60 حدود متابعة لمتالية س . 2b=a+c‏ 
ومنه : 3 = 36 عع + م +م ومنه: 111-م 
تعلم أن : مر م = و c=b+r‏ و 37205= ثم ب ةقب qa‏ 
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ومنه : 37205 = 2F‏ + ”ط3 = '(م+م) + (b-r) +b?‏ 
بما أن 111= 5 فإن : 242 = 2/2 ومنه : 11- - م أو 11 - م 
إذا كان 11 -م فإن 100 ع مم - م و c=b+r=122‏ 
إذا كان 11- ع مرفإن 122 - م-م ع وو100 - م بدمعدع 


تمرين 4 
عين ألأعداد الحقيقية ه,ط,ء حيث د بوبم 
والأعداد 24 , ط , (5-ع2) بهذا الترتيب هي حدود متتابعة لمتتالية 
حسابية مجموعها يساوي 9 
الحل 


5,64 ,(5 -ء) حدود متتابعة لمتتالية حسابية يعني : 
(6-5)+24 -26 ومنه 9 -38 -5 -ع + + 204 ومنه 3 - م 
13 
١‏ 5 لدعم دع 
وبتعويص 3 = في المعادلات السابقه نجد : 2 
2a +c =11‏ 
ومنه: 4=9/2 و2 -دع. 
إذن الأعداد الحقيقية المطلوبة هي : 2= , 3= 5 , 9/2 - 4 


تمرين 5 
(u, )‏ متتالية عددية معرفة على N‏ بالعلاقة : 1+ u, 2 4n‏ 


1( بين أن ,ب متتالية حسابية وعين أساسها م وحدها الأول , 
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2)هل العدد 2001هوحد من حدود هذه المتتالية ؟ 


3 ما قيمة ورتبة الحد الذي نبدأ منه حتى يكون مجموع 20حدا 
متتا بعا من هذه المتتالية مساويا 1100. 
4) أحسب الجداء ٠:‏ "”2×... × 2× 2× '2 


الحل 
1( 4 -|1+(4)4-1|-(44+1) = ب ح بر . إذن )u,(‏ 
متتالية حسابية حدها الأول 1 - 1+ 4×0 = وأساسها 4 ح نم 
2) نعلم أن 1 + 4۸ = ٠»,‏ إذن يكون العدد 2001 حد من حدود 
المتتالية ( ,6 ) إذا وجد عدد طبيعي م, بحيث : 1+ 4۸ = 2001 
نلاحظ أن 500 = م لأن : 500+1 ×4 = 2001 . 
إذن2001هوحد من حدود المتتالية (,:) 
3 لنرمز ب بء للحد الأول الذي نبدأمنه ويكون الحد العشرين وء 
نعلم أن 1100 - 0-7 2 0 = ورلا + + Hy FH,‏ 
لدينا : 3-م4-(1-م)1+4 = It, +(p-1)xr‏ = وأا 
3+ م4 +(p+19-1)xr =1+4(p+18)=‏ ,4 = ورم 
0- 10×( و4 + ,») ومنه 110= 70+ م8 أي 5 - م 
إذن الحد الأول الذي نبد منه هو ,,, وقيمته هي : 
u, = 1]+4x4=17‏ 
)1+5..+(4n+1) (2+1+1) (4‏ 21 × × “2 × '2 
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لأن (1+ 4۸) + ...+ 5+ 1يمثل مجموع ل (1+ ۸) حد لمتتالية 
حسابية حدها الأول 1وحدها ألأخير 1 + ,4 
ونعلم أن : (1+م)(1+سة) = (1+م4) +... +5 +1 


نمریں 0 ل فى م i‏ 

نعتبر المتتالية الهندسية ( ,») المعرفة على N‏ بحدها الاول ر 
وأساسها ي بحيث : (0+ ,») ,م125 - ,8. 1) أحسب ۾ 
2أحسب بدلالة ,ير و ۸ المجموع ,1 +... + ,1 + ,44 = ہک 


3) عين ,بم بحيث 150 = ,3 1122 . 


0+ جح ار 


4) نفرض أن 90 - رس . عين أصغر قيمة العدد الطبيعي م حيت 
من أجل كل عدد طبيعي 7 أكبر أويسوي م يكون لدينا : 
u “107‏ : مرحم 
الحل 


1( ,1254 = 0 ومنه َه 15 - Su, xq‏ ومله ظ 


0 ااا ٣0‏ جه زر 


5 2 n+! 
lim S, = lim - 56 - 150 : لدينا‎ )3 
3 5 
1+1 1 
ومنه 90 = ,یر‎ l1, = 0 ونعلم ان 0 = (74) ”ا ومنه‎ 


u u, <q" 0 (4‏ . باعطاء القيم ٠1‏ 2 3 .... إلى 
العدد الطبيعي ,, نجد : 
0,005 = 4 9 ...و 5976 = U,‏ و 14,4 = ر4 , 36 = u,‏ 
ı1, = 0,00006‏ 
نلاحظ أنه ابتداء من ر تكون الحدود أقل من 107 أي: 10-3 > ,ر 
إذن أصغر قيمة العدد الطبيعي مهي 13- م . 
يمكن استعمال اللوغارتم للوصول إلى هذه النتيجة . 


تمرين 7 


لا ويوقآ وجلا وواا و علا خمسه حدود لمتتالية هندسية . عين هذه الحدود 


u, + 1, + 11, = 39 و‎ u Xu, = 81 3 u, >0 : علما أن‎ 
الحل‎ 


u, xX U, = U, XU, XQ = 0 xq) 500 = 81 


4 


ومنه 9= ,ى لان 0 < ,هم . نعلم أن لياس سروه 
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) : 9 
لدينا 39 = u‏ + يه + يه ومنه : 30 = و9 + = ,4 + رن 
1 


وهمنه ٠‏ 10 3 3 ومنه : 0 = 3+ 104- ”34 
/ 


و منه 3 = 4 أو 1/3= 4 ادا كان 3 = م فإن: 
1= عه , 27 = بن , 9= ,1 ,3= ,1= u‏ 
ادا كان ۾ = م فإن : 
U, =9 , U, = 3 , U,‏ و27 د يله و 81 ع uM‏ 


نمرين 8 

© ,6 ,6 ثلاثة حدود متتابعة من متتالية هندسية حيث 

مجموعها 63 و جداؤها 2.1728 عين هذه الحدود 

الحل 

6, ثلاثة حدود متتابعة لمتتالية هندسية يعني : *م = × م 
ومنه 1728 = 5م جع لا معام ومنه: 123- 3م اذن : 12 - م 
وبتعويض 12 = م في ما سبق نجد : 

a = 51 نعو 5 م‎ xc = 4 

بكاف : 

c* -51c +144 =0 a +c = 5|1‏ 
ومده (48= 4 , (c=3‏ أو )3= (c=48,a4‏ 
إذن الأعداد ۾ ,ط,ءالمطلوبة هي : 
)=3,b=12,4=48(‏ أو (3- عم , 5-12 (c=48,‏ 
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ْ 
0 تمرينه 


55000 59 في E‏ 55 و 5 : م 

41 و Uy, ly,‏ ئلانه حدود متتابعه من متتالبه هند سية موجبه حيبت 
7 1 1 1 [ 

7= ,4+ ,+ و سح سدع + , احسبا ,ر أا, اا 
Mi MM UM, 4‏ 


الحل 
HQ + U, = tt, (1 +q+q*) =7 )*(‏ + 1ل = ,+ i, +I,‏ 
2 
_q +0+1 1 )**(‏ 1 ا 1 1 ا 1 
4 


: و و دح الي اد 
M4‏ ل MA MA‏ راط u I, U,‏ 
عي قن 0 2 2 
ييخ (*) على ) * *) نجد 4 - ) <q) 33 (ıı,‏ 0 سس x‏ غك 
ومنه 2= ,,, ( لان حدود المتتالية موجبة) . 


بتعويض ,ر في ما سبق نجد : 


5- بن + u,‏ 5= بن د u,‏ 

. .5ع بمم+ u‏ 
5 1 1+ ومنة 5 ربد ,+ ومنة 
ہے ا مه دك سسس 4 = Xt,‏ )م 
u U, 4‏ 4 با / 


u = 5 41 u =5—u, 
ومده وميه‎ 
il, = 4V U, =] u, ~5Su, +4=0 
إذا كان 4 = »فان 1= ى وإذا كان 1= ,»فان 4 = ,م‎ 
0 =I, ريا و 4 - )أو (4 = 14 و اك ح‎ =2, U =1 ( إذن‎ 
10 تمرين‎ 
: عين ألأعداد الحقيقية 2,5,4 التي تحقق الشروط ألآتية‎ 
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- ه,ط,ء بهذا الترتيب هي ثلاثة حدود متتابعة لمتتالية حسابية 
- م.ع,م بهذا الترتيب هي ثلاثة حدود متتابعة لمتتالية هندسية 


- 30 دع +ق + م 
الحل 
6 , 5 , © حدود متتابعة لمتتالية حسابية يعني 26 - 2+ 6 ومنه : 


38-0 -دع+ق+م ومنە 7-10 
ه,ء,ط حدود متتابعة لمتتالية هندسية يعني 5» = *ء 
وبتعويض 10 - 5 في ماسبق نجد 20 =+ و 104 - ”ع 
2 2 
cC‏ 4 
منه: ( = و 20 دم+4 _ ب 
10 1 
ومنه : ( 22/10 -» و +10c-200=0‏ “© ) 
ومنه 10-ع أو 20 =ء . إذن ألأعداد ۾,ط,ءالمطلوبة هي : 
)c=10, 5-10 ,» -10(‏ أو (40= 4 , 5-10, 20-دم) 
تمرين 11 ا 
۾ بهذا الترتيب تمثل حدود متتابعة لمتتالية هندسية حيث : 
2 حج دمح+ادم دع و 192-ع»ي- مع. عين مرورء 
الحل 
0 2 -(: + و +1)» = :وه a+b+c=a+aq+‏ 
(**) 2 - (1- :)4 = ه- aq’‏ = ه-ء 
2 
q -+1 312 13 5‏ 
اا 3k‏ #۴ ع« لكك : == ليد 
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إذا كان 5 = ي من المعادلة (**)نجد: 4-192-- 
5 25 


54 - 84 - 21 = 0 ومنه‎ 8(1+q +q4)=13(4 -1( و‎ 


: 7 5 , 
وميه 3 - ن وح - - 4. ادا کان 3= ي »من المعادله (*) نجد: 


312 
c= bq = 216, b= وه‎ - 24<3= 72 , a - -- 4 


24 


ومنه 0 = »م و 280- = بم b=‏ و 2 = .c= bq‏ 


۳ 


(,»)متتالية هندسية معرفة على N‏ أساسها ۾ حيث 1 > ي > 0 


U, X U, X U, = 4 

عين الحد العام » علما أن : 6 ,< 

1, + U, + م‎ = 

9 
الحل 
,4 × ,4 = ا ومنه *4 = XU, XU, = U,‏ ريز ومنه 4 = ,ى 
نعلم أن : 4 + XQ Sd U =U,‏ رلا جح u‏ . 
6--__ 1 


: 0 2 2 2 
سند »!زد دیز دد 
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عو 2 4 
ومنه . کا لد 7+ q‏ 


, 9 


٤ 4 2‏ 
كعك ومنه : 0 -9-+ 8202- 94° . 
1 


بوضع × = ”ي نحصل على المعادلة : 0 = 9+ ×82 - ”×9 
وحلولها هي :9 = × أو 1/9= يد . 


|6 ومنه: 


و ... 1 1 
بما ان 1[ > ي > 0 و »× = ي فإن ذ- 2-2 


3 
ومنه: 108 = 27 ×4 = ا‎ a = ugg" = لدينا: 4 = )»دما‎ 
n 1 ٠ ١ 
U, - 48 0000 : إدن‎ 


تمرين 13 


س ا اش ا Uy XU, = 3U,‏ 
( ,»)متتالية هندسية معرفه على N‏ حيث : 


u, + u, + U, = 3 

1) أحسب ,ا , راا يلا . 

2) أحسب الحد العام ,ر بدلالة م للمتتالية الهندسية المتزايدة . 
الحل 

نعلم أن ر = رين × ع ( الوسط الهندسي ) ولدينا ,314 = ين × ر 

ومنه : 3 = ”ی ومنه : 3= ,4 و 10 = ,4 + ناا 
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ظ 
| 


نعلم أن = u‏ ف 1,4 = ر ومنه : 1= وش 
01 


01 
ومنه: 0= 3+ 104- 3g”‏ ومنه : 3= أو 1/3-< . 
إذا كان 3 = q‏ فإن : 9 = U, = 3, U, = U,‏ ,1= نج u =u‏ 
إذا كان 1/3 - ي فإن : 
إذا كان 3 = ي فالمتتالية (,» ) متزايدة ويكون حدها العام : 


u, =U, +q =9 U, = و3‎ U, 1ع‎ 


u, =u Xq" =3"‏ 
تمرين 14 
عين العددين الحقيقيين الموجبين 5,4 حيث : 
- 4و (28(,)64-8+-4) هي حدود متتابعة لمتتالية حسابية . 
- © و (5+1) , (45-4) هي حدود متتابعة لمتتالية هندسية . 


الحل 
564 - 64), (28 + 4) حدود متتابعة لمتتالية حسابية يعني أن : 
a+(a+2b)=2(6a-b)‏ ومنه : (*( 5a = 2b‏ 
»+ (),(4 - 48) حدود متتابعة لمتتالية هندسية يعني أن : 
(**) (»-485)م- (5+1) 
من المعادلة (*) نجد :2 = م وبالتعويض في (**) وبعد النشر 


والتبسيط للمعادلة نجد : 0 = 4 - 204 - ي11 
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ف ا , ام : 
وجدور هده المعادله هي : 2 - 2 ا جرع ( مرفرض ) 
O‏ 
إن : 2=يى و 5---2-حم 
2 
تمرین 15 
( ,») متتالية هندسية موجبة ومتزايدة » حدها ألأول ى وأساسها 4. 
1) عين الحدود ,14 , راا , پا ,ب علما أن : 
U, = 4‏ »ا HM XU, XU,‏ 9 6= بن + u‏ 
2) أحسب u,‏ بدلالة .١‏ هل ( ,») متقاربة ؟ 
الحل 
1) ,1 , ر11 و و14 , 14 حدود متتالية هندسية فإن را × ر = ا × هر 
: 2 
ومنه : “8 = 64 = ) XU, X11, X 1, = (1, X1,‏ 1 . 
ومنه 8 = ي»< u,‏ ( لان 0< ين و 0< ,). لدینا: 


u, = 6 - U, : ومنه‎ ll, + ح ران‎ 6 
u, —~ 6u, +8< 0 | 


u, XU, = 8‏ 
ومنه : (2 = u‏ أو 4= يي ) و 6-4 = ,1. 
اذا كان 2= u,‏ فان 4 = به - 6 = u,‏ ( (,» ) متزايدة ) . 
ادا كان 4 = u,‏ فان 2 = 4 - 6 = ,» ) (u,‏ متناقصة (مرفوضة ) 
ويكون ۾ أساس المتتالية ( ,) المتزايدة يساوي : 2 = ,د + به - و 


إذن : 1= u =u, + q‏ ل 9-8« رن حدر 
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2 2*7 - ”ور = ,ی . لدينا + = ,هه صا إذن ( ,») متباعدة 


تمرين 16 
1( أثبت أنه إذا كان × ,ر ,ج ثلاثة أعداد حقيقية وحدود متتابعة 
لمتتالية هندسية فإن (2 + ر عد ) (2 + ر =)×x+‏ 2ج + ”ر +× 
2) عين ثلاثة حدود متتابعة من متتالية هندسية علما أن مجموعها 42 
و مجموع مربعاتها 1092 . 


الحل 

1) +دودووج حدود متتابعة لمتتالية هندسية يعني ج ×× = ”ر 

(x+y +2)(x-y+2)= x” + ع2‎ - py + 2: = 

ج + ر + شير = ?ج + ?ر ?ر2 + x?‏ 
2 لدينا 42 = ج + ر + × و 1092= ”2 + ”ر + × 
(2 + ر -عد)42 =(2 + ر )x-‏ 2+ ر )x+‏ = 2+ ر + x‏ 
ومنه 26 = 42+ 1092 = 2+ ر -× ومنه : 

(x+y+z) -( x- +ير‎ ) =2 -6 

ومنه : 8 = ر. لدينا: 42 = ج + تر+عر ومنه: 34 - ج دير 


ونعلم أن 0 و ودر = ج . وبتعويض في المعادلة السابقة 
01 


ش 1+* 
دجد : مد )=( 4+ )8= ورج كديب 
4 1 0 


3 


4+117 
4 
ومنه : 4 دبي او 4=1/4 

إذا كان 4= ي فإن 32 - 2, 8 - بر ,2 دير 


ومنه : ومنه : 0 ع 4 + 176- 403 


.. (,») متتالية عددية حدودها موجبة معرفة كما يلي : 
الخمسة الحدود ألأولى تشكل متتالية حسابية حدها الأول 1 = ي 
وأساسها 1/2 - م وبداية من الحد الرابع حدود المتتالية (,») 
تشكل متتالية هندسية أساسها 6/5 
1)أحسب ,ر , U,‏ وب ثم n AN u,‏ 


2- أ) أحسب مر + ... + u‏ + بن = ,ک. ب) أحسب رى ہا 


وع+ ج زر 


١ = (u + HM, + u, )+ ) wart ,ا‎ ( = >+ (u, کک‎ u, ) 
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(, + ...+ ,») تمثل مجموع (7-13,)حدا لمتتالية هندسية حدها 
الأول 5/2 = ,ره وأساسها 6/5 = ۾ ومنه 


1-3 
ب) += ؟ صا (لأن ص+ 8 lim‏ ( 


j ج‎ 00 


تمرين 18 
(,» ) متتالية هندسية متناقصة معرفة على N‏ أساسها 0 حيث 
125 


5 


لمتتالية حساببة . 1( أحسب Uys lls,‏ والأاساس 7 للمتتالية ),( 
2) أحسب المجموع ,4 +... + S, =1 + u,‏ 
3) أحسب الجداء ,1 ×... × رن »ا P =u‏ 
الحل 
ا سي 2 ا ا 2 ظ . 
1) بما أن ( ,») متتالية هندسية فإن : )»u,(‏ = ,»× ,)م ومنه: 


3 
5( 125 و “2 
== )= ر ومنه :د ر 
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www. ه1110-1101‎ . >60 


125 5 _ 25 


مله ٠‏ 
سد را 


و - 8 ,ا , ,)م حدود متتابعة لمتتالية حسابية فإن 


UH XUH, = 


U, FT U; = ^ ومنه : (٭«(‎ € | = 2u, ج‎ 5 


ب u +u‏ 
5 1 
من (*)و(**) نجد: ر 
س U Xu‏ 
”ف 1 
4 
ومنة : 
65 25 65 
0 17 و4 قل E r‏ ( ومدك 
15 15 
( < دچ ركه ) أد ( ودېک ) 
وبما أن ( ,») متتالية متناقصة فيكون ,)؛ < ,ى 
3 5 5 15 
ادن : و 9 و2 9 الوه 
ويكون أساس المتتالية (,”) هو ۶ ا 
3د u‏ 
27م |45 (2/3)-1 
٥‏ اک کہ ہر 
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u =u + (p-1)r =6+(p-1)x<4 = 2 P =U XU, X XU, = u xU, q xX Uq? X...X Uq" ` =‏ ومية 75 = م 


ir 8‏ ْ 1. نفرض أن الحد الذي نبدأ منه هو « ومنه مجموع العشرة الحدود 
n1 142+. 15١ )2١ 2‏ 5 ظ 59 "ابم 1 
3 5 5 - 21> (,»ه) = ظ المتتابعة التي حدها الأول م يساوي 1 1 × J,‏ 
'ز , 8 ظ - 
لار -3 5 مجموع ل (1- لمتتاليهة حسابيه ظ 
ل 1 )+ 3+ ع ل (1- #)حد لمتتالية حسابو لدينا حسب السات 1023 _ 4« ر و 5 
حدها الأول 1وحدها الأخير (1-,). | ب ميت ا ا ف رد 
٠ 5‏ | ومنك : 3 _ 1023 „ 83 س 2-1 UV Xx‏ 
تمرين 9 ٠‏ 512 512 5م | 25 )”م 
1. (,)متتالية حسابية حدها ألأول 6 = » ومجموع حدودها الستة | ومنه :1= ١,‏ 
ظ الأولى ينقص عن مجموع خدودها الثلاته التي تليها ب 6 . 7 7 
| 1) عين أساس المتتالية (,). 2) عين رتبة الحد الذي قيمته 302 ْ نعلم أن 1 - )اده ومنكه - 6 وميه 4 ح- تر 
1 (,«) متتالية هندسية حدها ألأول 16 - « وأساسها 2 ۴ ظ إذن الحد الذي نبدأ منه هو ,م ورتبته هي الرتبة الخامسة. 
ريد حساب مجموع 0حدود متتابعة للمتتالية ( ,«) بحيث يكون 75 
1023 عرين 20 
: ل . ماهى رتبة الحد الذى نبدأ منه ؟ ظ ,' 1 
مجموعها يساوي 7 هي ردبة ي لم نعتبر المتتالية ( ,::) المعرفة على 71 بحدها العام = رق > 
الحل ظ 1) برهن أن (,) متتالية حسابية يطلب تعيين حدها الأول وأساسها . 
4ç) =‏ +... + يل ug + Ug) (M+‏ + ,1( | 2 لتكن المتتالية ._ (,<) المعرفة ب : “م - ر«. 


(3u, +21r)- (6u, +15r) = -3u, + 6r = 6‏ - 
نعلم أن 6= 4 ومنه: 6= 18+6- ومنه: 4= r‏ 
2) لتكن م رتبة الحد الذي قيمته3024 ومنه: 


برهن أن ( ,«)متتالية هندسية متقاربة. 
3- أ) أحسب المجموع ,ی +... + ,11 + ,م = 5 


ب) أحسب الجداعء ,ر ×... ءا ر۷× P =y‏ 


- 27 - - 26 - 


لا ٠ I:‏ ا 


_„ 2(1 _2-__1 


0107 ةا 
2 2 2 


(1 


ومنك ( ,») متتالية حسابية حدها الأول [ = 6 وأساسها دم 


2n". 1 1‏ ادس (nl)‏ 
xe =e * xv, (2‏ 2 م = 2 2 م - 2 م س 1 "م ب 


۷ 


n+l 
1 

إذن ( ,«)متتالية هندسية أساسها 2 ع = . 

بما أن 1 > ي > 1- فالمتتالية ( ,«) متقاربة وتتقارب إلى 0 


S, = u +, + ريه) = يناج‎ + u, ( «» = (3 


= (u, + tt, nr) |= 2- a انظ‎ 


س 


P =v XV, XaeX Vy ZY o < (04) x< .× 


n+l (0‏ س ...+1 (v,)" xq‏ = 
(لآن ع = "م = ر۷ و 1+2+3+...+n= (1 +1)x7‏ 


تمرين 21 
لتكن المتتالية ( ,» ) المعرفة على N"‏ بحدها ألأول - ن والعلاقة 
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التراجعية ,(1+م)- nn,‏ ككل برمن N°‏ . 


HH EF ¥ #‏ 
من اجل كل سكل ل طبيعي 7 عير معد وم ج گے = في 
711 


1) برهن أن المتتالية ( ,«) هي متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
ب) برهن أن ( ,4 ) متقاربة 
Xase XV,‏ ولا كا QC, = V‏ 
الحل 
1) تكون المتتالية (,«) هندسية إذا تحقق 4× ,« = ٠,‏ 

_ Ha 11 0 1 1 u [1 


7 0 كك للا" ل‎ 
n+] 2n " n+l] 2 n" 2 


2- أ) أحسب ثم 1 بدلالة ۸ 
3) أحسب بدلالة 1ر : 


ا 
ل تتالبة هندسبة اساي 1 ها ألا . 
ادن ( ,«) متتالية هندسية أساسها le"‏ ول 3 ۷ 


2- أ) بما أن ( ,«) متتالية هندسية فيكون حدها العام : ' ”نيم ح ر۷ 


f1)" 1‏ 1 7 
ومثك ‏ س = إيا داح ,۷. لدينا د ر ومنه ‏ ۷م ح ,4 
"2 2 )م 2 1 : 
: 07 _. 
ادن کے ور م . ب)بماان 0 =— lim ı4 = lim‏ 
7 91 1 ر 0+ ج1 1-40 
إذن المتتالية ( , ) متقاربة وتتقارب إلى 0 


(3 


أ n]‏ 2 : 5 
عه ...26 SV, XV GX VQ‏ لل عا... >3 ولا عا TV‏ ,رين 
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1 1) ) -1( 
1 2 
il l+2+...+ n) _ 
i i ع ا‎ 18 0 
2 


تمرين 
نعتبر المتتالية العددية (,») المعرفة على 11 كما يلي : 

N” لكل ممن‎ u, = ,ايه‎ + 2 (a eR) د‎ u, =1 

1- أ) عين » حتى تكون ( ,,, ) متتالية ثابتة . 

ب) ما طبيعة المتتالية ( ,) إذا كان 1= . 

2 نفرض أن  -1‏ »و 1 ع بن ونعتبر المتتالية ( ,«) المعرفة على إ١‏ 
من أجل كل عدد طبيعي ,مر ب.: ع Vv =u,‏ 


أ) برهن أن المتتالية (,:) هي متتالية هندسية يطلب تعيين حدها الأول 
۷ وأساسها ۾ 
ب) عين قيم حتى تكون المتتالية ( ,«) متقاربة ثم أحسب « سإ 
الحل +جم 
1- أ) تكو ن المتتالية ) ,1 ) ثابتة إذا تى إذا تحقق لكل ورمن ٠ ١N‏ 
وحسب المعطيات لدينا 1 0 ومنه المتتالية ( )تة لما 
1= ,ا = 4 = ا ومنه: 1+2=1×ي ومنه: 1 دن 
ب) إذا كان 1 = م فإن : 2 ,نه دن ومنهة: 2= 1 
إذن المتتالية (,:) هي متتالية حسابية أساسها 2. 00 
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3 


1 


اق 


2- أ) تكون المتتالية ( ,«) هندسية إذا كان : 4× ,( ح ,ر« 


= سس - 2 + n+l n 7 = Gu,‏ 
@- --1 
×( 4 2-(201-2 74 م حب 
٠ 1-a ” 1-¢@‏ 
5 1 
ادن ) ,)هي متتالية هندسية حدها الأول = Ee‏ سارب 
a-1‏ جم I-@‏ 


وأساسها بن = ۾ . ب) تكون المتتالية الهندسية ( ,«) متقاربة إذا كان 
أساسها |1 ; 1-| ع ي وفي هذه الحالة تكون 0 = ر« ا . 


وما جور 


(,») متتالية عددية معرفة على 71 بحدها الأول 0 = ,ه ومن أجل 
كل عدد طبيعي ١‏ بالعلاقة التراجعية : 6+ 4ال = 4 . 
1 برهن أن المتتالية ( ,«) متزايدة تماما . 
2) برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ۸ فان : 3 > ,, 
3 برهن أن المتتالية ( ,») متقاربة 
الحل 


1) ( ,»)متتالية متزايدة يعني لكل من N‏ فأن : 0 < ,4 - ى 

لنبرهن أن المتتالية ( ,؛ ) متزايدة نستعمل البرهان بالتراجع . 

نعتبر في المجموعة N‏ الخاصية ر المعرفة من أجل كل عدد طبيعي م 
- 31 - 


t41 > 3 أي‎ p(n +1) 


p(n): u, U, <0 : ب‎ 

من أجل 0 = م لدينا 0 < 6ہ = م - ,هه . إذن (0)م محققة . 
لنفرض أن e‏ 0 < ,4 - ,ى ولنبرهن صحة 
(1+م) م أي 0< U,‏ 


= u +6 - ii 
un + 83 - (u, + 6) 


tt +6 + +6 SUNE 


لدينا 0 < ,4 - ,ره حسب فرضية البرهان بالتراجع ومنه 


7 سے‎ 
E — Hy, و لع‎ u, +6 rer 
u , +6 + U, + 6 


إذن (1+ ۸) م صحيحة › ومنه الخاصية (۸) م صحيحة من أجل 


كل عدد طبيعي # (0< ,4 - ,ن ) ومنه المتتالية (,» )متزايدة 1 


2) لكي نبرهن أن من أجل كل عدد طبيعي م فان : 3 > © نستعمل 
البرهان بالتراجع . 


لتكن () م خاصية معرفة في كما يلي : 3 > ى لكل ور من 1 
من اجل 0 = فان 0= ,» ومنه (0)م صحيحة ‏ 
لنفرض أن i!‏ 3 > ,» ولنبرهن على صحة 
لدينا حسبا الفرضية : 3 > ى 
ومنه 3+6 > 6+ .هو ومنه 3 6+ ,ا ومنه 3 > 


0 
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إذن (1+)م صحيحة › ومنه (:,) م صحيحة من أجل كل عدد 


طبيعي ,رم أي : 3 > ,نا 
3)بما أن المتتالية ( ,») متزايدة ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة . 


ثتمرين 24 
نعتبر المتتالية العددية المعرفة ب: ‏ و 


VneN: u, =u +> 
4 4 

1 عين »حتى تكون المتتالية ( ,24) ثابتة . 

2) لتكن المتتالية (,«) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي:/ ب : 

/ + ,م = ,« حيث / عدد حقيقي . عين قيمة بے حتى تكون 

المتتالية ( (v,‏ هندسية يطلب تعيين حدها الأول نو وأساسها 0 

3) في مايأتي نأخذ 3-- / و 4= ه. 

أ) أحسب ر« و ,ى بدلالة .2 ب) أدرس تغيرات المتتالية ( 0 

د) أحسب 3 im‏ 


e Sp) 


U, = 0 


3, = Mh FH, Foe FH, _; 


الحل 


ج) أحسب 


u SU =e SU, =U, جح‎ 0 a ) 


1 9 1 , ظ 
el - + 9‏ 47 


2) تكون المتتالية ( ,«) هندسية إذا تحقق: اط حت Py‏ ظ 
33 - 


کی + زاج و کے وي 2+ و = RK‏ بر 3 نلا 
4 4 4 

اد ع 

4 Ê 4 


تكون المتتالية ) ا) هندسية إذا كان: 0= ومنه 3 = ۾ 


3- ) حسب السؤال السابق إذا كان 3- = ۸ فتكون المتتالية ( 7 


هندسية أساسها وحدها الأول 1 - 4-3 - 3 - ين = 


1 1 
ومئه :۽ | د |= ”ان بر رس 3 +4+-3 + بوه 
8 1 0 2 و "4 ا A,‏ 


3 1-4 _ 1 1 
n+l nT 4+1 4" qm 4‏ 
اذن المتتالية (,«)متناقصة . 
(yv, +3)+ + (+ 3)= (€‏ = ري»+...+ن = 5 
ظ = 37+ ( رد ... +( = 
17 1 
560 
3+[ 41-2 ہو ہک ہر 
--1 
4 
lim S, = +o 6‏ (لأن 20 و مد ج م3 لما ممڊ ج بر) 
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تمرين 25 
نعتبر المتتالية الحقيقية ( ,,, ) المعرفة ب :1 = ,ا 3 2 = ,1 


وبالعلاقة التراجعية : ع tna - > n‏ لكل ر من N‏ 


۷, = 4, - 4 : ب‎ N لتكن المتتالية (,«) المعرفة على‎ ٠ 
برهن بان المتتالية ( ,«) هي متتالية هندسية يطلب تعيين حدها‎ 1 


الأول ر« وأساسها ۾ 
2- أ) أحسب .د بدلالة .2 ب) برهن أن المتتالية ( ,«) متناقصة 
3-أ) أحسب المجموع : لا SF FW F or‏ ° 


ب) استنتج عبارهة بدلالة ۾ ثم أحسب 7 lim‏ 


الحل 


1 تكون المتتالية ( ,«) هندسية إذا تحقق 4× ره = ررر« 


5 > (nı - »,( = 2 


1 ش ظ‎ 1 ١ 
- إذن ( ,«) متتالية هندسبة حدها الأول 1 = 4 - ,1 = ,نروأساسها‎ 


2- أ( "2 ا نت يل 
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0 = Vg FV, +... کس زولا‎ 21-2 
1-4 2 
SS, = 6 FV _ ٠ كي ولدينا‎ = H1 >> Ht, ب) عام أن‎ 


3, ET .+ (4, - ركم ,ب‎ ( = = u, = U, -1 


lim u, =3 وتكون‎ u, = د-3 12+ يك‎ ٠ ومن‎ 


0ا ج 


تمرين 26 

لتكن المتتالية ( ,ءر) المعرفة على "ب 

و (2+)3, 7 + =x‏ 1 لكل ۸ر من *]7 

2)+1( 2)+1( 

1) باستعمال البرهان بالتراجع برهن أن لكل م من 11 فان :3< u‏ 
2)أدرس تغيرات المتتالية ( ,») واستنتج أن (,»)متقاربة . 

3)نعتبر المتتالية ( ,«) المعرفة ب : DE‏ -2)3 ع .v,‏ 

- برهن أن المتتالية (,«) هندسية وعين حدها الأول وأساسها , 

4 عبر عن ,+« ثم ر بدلالة ر 


u, = -1 
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الحل 


1) (۸) م خاصية معرفة على *N١ب:‏ 3> ى„ 
لدينا 3> 1- = ,م ومنه (1)م صحيحة . لنفرض أن 
()م محققة أي 3 > ,,, ولنبرهن على صحة (1+ )م أي 


3 ».> لدينا حسبا الفرضية : 3 > ,ى 

ل سم مه 

2(n+1) " (1+م)2‎ 1 

3n 3(n+2)‏ (2+)3, مط ومنه 

با < و 

2(n+1) " ° 2(n+1) 2(n+1) 2)+1( 

لل > » ومنه 3> . بما أن (1+ )م محققة 

" 2)n+1) 

فان ()م صحيحة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم أي: 3 > ى 
30+20 11 


u (2 


i 2(n+1) " "2(n+1) 


(2+)3, „ تجم__ر (تجماةق م / | 


Ue J" (1+م)2 " (1+م) 2 لم2‎ 
e u, -3)> 0 
1+1) 
37 - 


(لآن 0> و 4-350). 


n +2‏ 
(1+م)2 ` 
بما أن 0 < u,‏ - ى فالمتتالية (,» )متزايدة وبما أنها محدودة من 

الأعلى بالعدد 3 فهي متقاربة 
3( تكون المتتالية ( ,«) هندسية إذا تحقق ۾ × 3Y,‏ كن VneN‏ 


= ) ,4 —1)(3+ 1( = بيه 
3(n+2) |‏ 

(n+ 2(n nr ا‎ 
3(n+2) _6(r+1)-3(r+2) n 08 


Jî 
= 3(1 +1) 2 ,- 7 , 2 ft 


n—] 
1 1 1 
VV = vq" م‎ 4» ١ م و‎ 7 3 g3 (4 


تمرين 27 
(,») متتالية عددية معرفة على ]7 ب : 
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| 3A, = SA, + 2, = 0 
=] , u =3 


نعتبر المتتالية (,«)المعرفة ب =u u:‏ لكل بومن N‏ 


1 برهن أن المتتالية ( ,«) هي متتالية هندسية يطلب تعيين حدها 
ألأول وأساسها 
2- أ)أحسب ,_ « +... + ب + ر۷ = پک 
ب) أكتب 5 بدلالة ي ثم استنتج عبارة ,س بدلالة 7. 
ج) برهن بأن المتتالية ( ,)م ) هي متتالية رتيبة . 
الحل 


1) تكون المتتالية ( ,«) هندسية إذا تحقق 4× ,<ا = ,۷ N:‏ € 77 
2 2 2 5 


9 3 1+ 3 = اجر 2 3 + 3 - جا 0 دبرا ٣+1‏ 
2 2 
(n: “=2,‏ = 


: / . 2 
اذن ( ,«) هي متتالية هندسية حدها الأول 2 = « وأساسها 2 


٠ (2‏ 1-2 کا × ريدت يجي + رج رر = رک 


- : 


° ع‎ Vg FV, +... 2 = (« - u, (+ ...+ (4, - ,( ب)‎ 
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U, - U, = U, - 1‏ = إل 


لدينا 1- ,»= ,5 ومنه : + '(26)-6]1 12+ 550 


لتكن المتتالية (,«) المعرفة على كما يلي : 
=a(ae R)‏ ىه ومن أجل كل عدد طبيعي :R‏ 9+ الاح Av,‏ 
1) عين قيمة العدد ب حتى تكون المتتالية (,«)ثابتة. 
نفرض في كل ما يلي 4= ي. 2) أحسب ١/١و‏ ,لاو إلا 
3)نعرف المتتالية ( ,)كما يلي : 3- ,اح ى لكل رمن XN‏ 
أ) أثبت أن ( ,) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها . 
ب) أكتب ی ثم ابر بدلالة #, . 


ج) أحسب المجموعين : 


١ = Vy TV, Foe TV, 
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2 _ 
بن "4 +... + يلا 4+ ,411 + رلا - ,1 


n(n+1) 
x x.x, =|) : د) أثبت أن‎ 
الحل‎ 
: تكون المتتالية ( ,«)ثابتة لما جميع حدودها متساوية أي‎ )1 
جح ربوج ولاء‎ SV, SV, = 0 
لدينا : 9 + طاح ,4۷ ومنه 9 دن - ي4 ومنه 3 دس‎ 


9 1 
2 لدینا: 9+ ,«= ه4 ومنه : r Fert‏ 
9 9 1 
ل 1 وآ و 213 [ چ الوح = إلا 
6 4 4 * 2 4 4 4 4 
1 
64 4 4 


3- ( تكون ( كم اذا تحق ۾ × Uy SU,‏ 
1 
سال )1 - 2-3 :1و حدق = ىلا ع MU,‏ 


إذن (,») هي متتالية هندسية أساسها 1-7 . 


ل 


لقا 3رود په ومنه: وب دوب ير 


= ( 3+ ,) + + (3+ )= ر ++ رر = و 
(u, +...+u,)+3("+1)‏ - 
وبما أن ,4 +... + 1 يمثل مجموع (1+)حدا لمتتالية هندسية 


جح 


حدها الأول 1= u‏ وأساسها = ۾ فإن : 


ل 1 4 
دمنه : (3)۸+1+| ہوا“ 
) ( ص 2 3 
u, + 4U, + 4 U, + ...+ 4" MH, =‏ = ع 


= u, + 4 +4? ug? + ...+ 4" u" = 
- „, [1+44 + (44) ++ (44) |= 
- u, (1+1+1+...+1)= ("+1 ) 
1 ۴ 
= 4x =1 =1 لان‎ ( 
) و ف تد‎ 


l1 X U, XX ولا حرا‎ x(q)... ) د) ب ( 4ل‎ 
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n(n+ n(r+1) n(n+1) 0 
ولا + ے‎ _ 6 200 8 1 (n+1) 
4 2 7 


[ 1+ 
أن اس و )1 ير + + جب 1). 


تمرين 29 
(,») متتالية عددية معرفة كما يلي : 


neN 


2 ظ 
3= فى دوت وک u‏ لكلبرمن N‏ 
1 ) أحسب u,‏ ,,» . 2)لتكن المتتالية ( ,«)المعرفة على 1 ب : 


v, =u, tan+ [Û‏ من أجل کل ۸رمن N‏ حيث 7 ,2 عددان 
56 00000 2 
2)عين العددين 8 , ه بحيث تكون ( ,«) متتالية هندسية أساسها - 


3)نفرض أن في ما يأتي 6 = © و 23- - 5 . 
أ) أكتب عبارة « ثم ى بدلالة ر . 
ب) نضع : ,4 +... + TF, =U‏ او ارط ...+ ولا ح يرث 
أحسب ك بدلالة م ثم استنتج عبارة ,7 . 
الحل 
45- 19 11 5 2 . 


1( = 1 و س4 و 3 3 0 3 1 


2 (,«) متتالية هندسية أساسها يعني : ,< دبالا VneN:‏ )«(0ه) - × ۷= رسد. ‏ لدینا : 6۸-23 + ,4 = انر 
5 2 ومنه : 23+ 61~ |7( )20-(=23+ 6= ددن 
2n + 3 (1 +1)+P‏ - ,نج = م +)1+ a(n‏ جين _- 3 آ 


n+1 


1د 


2 رن‎ -2n+2+an+a+B 
3 3 


| -- وه سس 5 
ب) TTY, = ¥0 1-a‏ ولأ الى 
n+ 1 2 1 1 5‏ 
B)+=an+—GB+a-2n+ >‏ ديرن + “(y‏ - ا 8 
3 3 3 )۶ ٌ 1 ظ ٍ )م ,5 
a 4 1 5‏ 2 


= (v, + 23( + )v, -6 +23 (+ ...+ )v, - 61+23) 

(v, +, + ..+v,)+(23+17+11+...+ (23-67)‏ = 
G-20 +a +=‏ (6 -23) +... + 11+ 17+ 23 يمثل مجموع ل (1+ ۸) حدا 
ظ لمتتالية حسابية حدها ألأول23 و حدها ألأخير (23-6)ومنه 


حتى تكون ( ,«) متتالية هندسية أساسها يجب أن : 


0 


23 n+1 ١ - 6 ih 
+17+ ...+ (23-6) = [23+ (23-6) |x ٤ A= + ومتة : 3 ساك‎ 
2 ظ‎ - -3 1 5 -0 
٤ -)23-3()+1( [ ر‎ 
r, = S, + (23-3.)( +1) = إذا كان 6 = » و 23- = ۸ فإن (,«) متتالية هندسية‎ (| -3 
n+] 
0000 | (سؤال سابق) حدها الأول 0- = 7 + ,نم - ,1 وأساسها 3 نعم رمه قم‎ 
- 45 - 
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تمرين 30 
(,«) متتالية عددية ( ,«) معرفة على ]7 بحدها الأول 2 7 
والعلاقة التواجعية : ر مك لكل بر من N‏ 
1 أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي ر فإن : ±2 ,۷ 
2v +1‏ 


2( ( ,» ) متتالية معرفة على oN‏ لشب U,‏ 


ت رر 


) بين أن ( ,») متتالية حسابية يطلب تعيين حدها ألأول وأساسها. 
ب) أحسب ,م بدلالة ,م ثم استنتج ر« بدلالة ر. 


ج) أحسب “3 lim u, 3 lim‏ . 
وا چ ر 00+ ج زر 


3 أحسب بدلالة رر المجموع : 


1 لنبرهن أن ±2 ,ب 


ماذا ذ نستنتج ؟ 
مرولا +... + =u, + U, + Ug‏ 5 


الحل 


: ع ۷ نستعمل البرهان بالتراجع. 
لتكن الخاصية ()م المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ر ب :لش عو ,۷ 


لدينا 2 د رر إذن (0)م محققة . 


(1+ )م أي (2 ع ۷) وهذا يعني نبرهن صحة الاستلزام : 


ع ,ا تستلزم 2 لا 


(2 + ,مد تستلزم 2 عو ,..«) يكافئ ( 2 = 


. ونعلم أن : 
1+„ 7 سز م 2 (Vv,‏ 


2-460 - 


Ve = 8 =‏ ومنه (1 + ,2)2 = 8 - ,9۷ ومنه 2= ر 
2v, +1‏ 


بما أن (۸)م تستلزم (7+1)م فان () م صحيحة من أجل کل عدد 
طبيعي ۸ (2غت ,<ا) 


2- أ) ( ,») متتالية حسابية يعني : u - u =٣‏ لكل,,من N‏ 
2v, +1‏ 19.41 
H+ i, erg‏ 
فاح إلا 2 
اللا 2x‏ 
2v,+1 2v, +1‏ 
1 2 وو 8- 9y‏ 
2v, +1‏ 
2v, +1 _ 2-4 _ 2). -2(_‏ _ 15- ,20۷ _ 
۷-2 2 رط درط 10- Sv,‏ 
إذن ( ,4 ) متتالية حسابية أساسها2 وحدها ألأول 0 = ى 
ب) 2۸ = ور + u =u‏ . لدينا : د ومنه : 
yJ ~—‏ : 
2u, +1‏ = (2- ,») ,« ومنه : A‏ = ر 
2-2 ` ل اق 
4n +‏ 


lim v, = lim =2, lime, 
عدج م 2 و7 مدجم + جم‎ 


نستنتج أن المتتالية ( ,«) متقاربة وأن المتتالية ( ,4 ) متباعدة 


= lim ح 1ر2‎ +6 (E 
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/ 1 : 2 9 
ااا ررك ققق ت 


2) لدينا ,2 = ږ ومنه : 


u, = 2(2. +1)= 41 2‏ »و 10> U,‏ و 6ح بم و 2 - 


نلاحظ أن (2)2+1, (2)28-1,..., 14 , 10 , 6 , 2 هي 
نمثل (۸+1)حدا متتابعا لمتتالية حسابية حدها ألأول 7 
وحدهاالأخير 4+2 - ,رن وأساسها 4 = م ومنه : 


+1 
Sy = U, + ...+ nrt = (u, + ax1) EN 


- (+4) 2)n+1) 


دمرين 31 
ظ ( ,«)متتالية عددية معرفة على !15ب : 0 - ,نا والعلاقة التراجعية : 


VneN: 2v, = AY, -ı +2) -2(‏ حيث R*'‏ چ „a‏ 
1) عين ب حتى تكون المتتالية (,«)ثابتة . 
2) نفرض أن 2< ». () برهن ان 0 < .م N:‏ ع يرا 


ب) برهن أن المتتالية ( ,«) متزايدة . 
3 نفرض أن (12-12 > م ونعتبر المتتالية (,» ) المعرفة من أجل 
كل عدد طبيعي م ب : u, =2(2+v,)‏ 

) بين أن (,م) متتالية هندسية يطلب تعيين حدها الأول وأساسها , ' 


ب) أحسب م بدلالة م و ن. 
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ج)عين قيم ع حتى تكون ( ,«)متقاربة 

الحل 
( ,«)ثابتة يعني : ۷ = ,۷ =.. = ۷= ر۷ . 
لدينا : (2- »)2+ ,_,« = ,«2 ومنه تكون ( ,() ثابتة إذا كان 
av, +2)» -2)‏ = ولا ومنه : (2-)0=2 ومنه 2 = ب 
2- أ) لنبرهن أن 0 < ر« : N‏ ع ۷۸ نستعمل البرهان بالتراجع . 
لدينا 0 = ر« ومنه (0) م محققة . نفرض أن (۸) م صحيحة 

(0 < ,«) ولنبرهن على صحة (1+ ۸)ر (0 < ,,,<). 


لدينا 0 <« (حسب الفرضية) و (2-©) + ,2 = : 


0< ,«ومنه 0 < ,2 ومنه 0> (2-) + ,”< (لأن 2 ح ه) 
أي 0 ج ,رم ١‏ 
بما أن (1+ ۸) م صحيحة فإن (۸) م صحيحة من أجل 
كل عدد طبيعي أي 0 < ,«. 
0 
ظ 2 2 
٠١|] [1‏ 1 
0د زرط (a2), +(a-2)=(a-2)(‏ - 


(لآن 2 < » و 0< ,«) . بما أن 0 < ,«- ,»فان (,د) متزايدة 
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ظ ) تكون ( ,») متتالية هندسية إذا تحقق VaceN:U.,, > H,4‏ ظ 2)لتكن المتتالية ) ب) المعرفة على 1 ب: 


a 
5 5 ْ 5 لقتنت‎ 1 © e 
.VeN: بين 2 - ,بووالعلاقة التراجعيه : ++ ر اط‎ =2)2+ ( -2 25 9 7 ١ 2 


ظ 0 : 5 
--(2+ لد ظ نعتبر المتتالية ( ,») المعرفة ب : 1 -/6- ,»= ,2 Vr € N:‏ 
| 98 ا ' ش أ) أوجد العلاقة التي تربط بين , U, IH,‏ 
ظ ادن Hr‏ هند ١‏ 59 0 | 0 
) متتالية سیه حدها الأول 4 = ر واساسها = ۾ ظ ب) عبر عن ي ثم Vv,‏ بدلالة ر 
| ب 4 - u = ud‏ لدينا ظ ظ ج) أحسب ,0 يا 3 ا 
ا 0 , (,«+ 2)2 = 
١‏ 1]| 3) أحسب نر +...+ ,4 + ,4 = sS,‏ ف إلا+... + FT, SVT‏ 


35 ۰ 0 1 | الحل 
5 اليد 2=2- 4= ۷ ج نى 

| 2 م "۴ 1) 1 ,7 , 13 ,..., (6+1) هي حدود متتابعه لمتتالیه 
ج) تكون (,«) متتالية متقاربة إذا كان (18ع 2 حسابية حدها ألأول1 و أساسها 6 - م وحدها العام 1+ 6۸ = ,14 . 


„lim v, =2 )‏ 
> 5 فو و 2 ب ف 4 
إذا استبدننا گی عبارة الحد العام ور بالقيم (0 ,3,2,1 ,...,) نحصل 


تكون ( 0 )متقاربة إذا كا ظ ظ 
). ( ربك إذا خان 0 - ( )تل دهنايغي :, 8 ظ على (7+1)حدا متتابعا ومنه : 
يكافئ 2 > ن > 2 = S=1+7+13+..+(6r+1)=[1+ (6n +1) ]x(n+1)/2‏ 
(3n+1)(n +1)‏ = ) 


إذا كان ]2 ; 2-[ ع فالمتتالية (,«) متقاربة وتتقارب نحو( 2-) 13 1 
= 7- يرث - حي + n+ - ıı 7 6(2+1)-1= yv, + 3n‏ 


لمريل 32 0 2( 1 1 1 1 
: 2 


1) أحسب المجموع (60+1) +...+1+7+13-, لاس > (68-1- ,)ب = 3-7 7 
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6 1 1 ' 
ب) لدينا ولاس > 1 ومنه ( ,» ) متتالية هندسية أساسها ر وحدها ظ 


1 OT 
u, 4 n الأول1 = 1- ر۷ د ن. ومنه‎ 


لدينا 1 - 6۸ _ ,لا = ,14 ومنه 3+6+1 =H, +6n+1=‏ الا ظ 


. [1 
lim مصمدح إن‎ , lim 4, = lim =0 (a 


وڪ 


1 n+l 1 
S, = Uy + ...+ 4, = وا‎ 1-4 - 1-3) (3 
FT, = Vg FV Fee FV, 
- (1 1+), +7(+- .+ (4, +61 +1) = 


tnt )+ (1+7 +. „+61 +1(= 


)1+()3+1( زج (2- 


تمرین 33 


لتكن المتتالية (,») المعرفة على ]2 ب : 1= ر و بالعلاقة : 
au, -2(‏ - ,4 : لاك #لاحيث .a e R*‏ 
1) عين العدد الحقيقي »حتى تكون ( ,+ ) متتالية ثابتة . 
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ظ 2 
PT‏ 
)^ و 


) بين أن 4-< _»: 21 ع 2.077 ب) بين أن ( ,») متتالية متناقصة 
3( ( ,«)متتالية معرفة على لاب : 4+ VneN:v, =u‏ 

عين » حتى تكون المتتالية ( ,«) متتالية هندسية يطلب تعيين حدها 
الأول ,بد وأساسها . 


4( نفرض أن > - به . أ) أحسب ير + ... + Sy, = U, + u,‏ 


P= 0 ) +(v,) 4 0 ) ب)‎ 
الحل‎ 

1( (,,ه) ثابتة يعني : ,ی = . لدینا (2- U, = au,‏ 
تكون ( ,4 ) ثابتة لما (2 1=a(1-‏ ومنه 1-- ين 
2- أ) لنبرهن أن 4 < < , N:‏ ء ٠,‏ نستعمل البرهان بالتراجع . 
لدينا : 4- <1 - ,م ومنه (0)م محققة . 
لنفرض أن (۸)م صحيحة أي 4 < ,, ولنبرهن على صحة 
(۸+1)مp‏ أي 4ه < ». لدينا فرضا 4- < ,ى„ ومنه : 
6- <2-/, ومنه 5 <(2- ,( 5 نه ج 2 ا 
1(۵ )م صحية رمن (م) م صحبة من ایل کی عد 
طبيعي بر أي : 4-< u,‏ (4<0+ ,») 
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n+ 


ب) 4(0 + (u, -2(- 2)u,‏ 
بما أن 0 > ,» - ,,,» فالمتتالية (,») متناقصة 
/ 3) تكون ( ,«) متتالية هندسية إذا تحقق 8 رد ع VneN:v,,,‏ 
(u, -2( + 4- (1, + 4(- 62 + 4 =‏ = 4+ به دن 
4 + 60- ,طعاه د ` 


حتى تكون ( ,<) متتالية هندسية يجب أن : 0 = 6 -4 5680-07 
3 


TT 2‏ 1 
چ 0 فالمتتالية (,) هندسبة أساسها > وحدها الأول 5 = ۷ 


[ 2 . 
لدينا 3-9 سن ومنه ( ,«)متتالية هندسية.‎ ١ 
5 = U, + U, Face + U, = )v, -4( +) -4( + ...+ ) 2, -4( - 


| 


+1 


1-4 
= (v, +۷, +...+,)-4(1+1)= ولا‎ 3 _ 


01 
= 5 6 ا‎ 4(n +1) 
P =(v,) +(»,) + ...+)«( = پا‎ 
= و‎ ) + 06 10 0 ) = (1 +g + ...+ q4”) 
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نعلم أن ”3ي + ... + ۶ي + ۾ + 1يمثل مجموع ل (1+ ۸)حدا متتابعا 


3 
لمتتالبة هندسية حدها ألأول 1وأساسها _ 6 7 


في السنة 1995صنع معمل 2000دراجة › نفرض أن عدد الدرجات 
المصنوعة في هذا المعمل يزداد كل عام بنسبة 50 . 
1( ما هو عدد الدراجات الذي سيصنعها هذا المعمل في سنة 2000. 
2) في أي سنة يكون عدد الدراجات المصنوعة من طرف هذا المصنع 
أكبر من 50000دراجة ؟ 

الحل 


1) لنرمز ب يع إلى عدد الدراجات التي صنعت في سنة 1995 

أي: (دراجة) 20000 = ر . و بعد سنة ( سنة 1996) يكون عدد 
الدراجات التي يصنعها هذا المعمل : ,1,05 = ,0,051 + ,لا = ,14 
في سنة 1997يكون عدد الدراجات : ,1,057 = ,0,051 + ,14 = ين . 
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وفي سنة1998يكون عدد الدراجات: 1,05 = ,0,05 + ری = ,ير , 
وشي سنه( 7 +1995 )يكون : ,_ 1,05 = 0,054 حرم د ول 


إذن عدد الدراجات المصنوعة في هذا المعمل يمثل حدود متتالية 

هندسية حدها ألأول 0 = ۷ وأساسها 1,05 = ۾ , 

عدد الدراجات التي يصنعها هذا المعمل في سنة 2000 هو . 

4 = (20000*)1,05 = كو كارن = بي 

2) نعم أن عدد الدراجات التي يصنعها هذا المعمل بعد ورسنة هو. 
x (1,05)‏ 20000 = 4× ,4 = »ا . إذن عدد السنوات التي 

يكون فيها الإنتاج أكبر من50000هو الحل للمتراجحة . 

)1,05(' < 2,5 ومنه‎ 20000 x (1,05) < 0 

باستعمال اللوغارتم النبيري نحصل على : 2,5 هس[ < ۸1۸1,05 

ومنه : 0,916 < 0,048 ومنه: 19,08 < 

إذن 20 = في سنة (20 + 1995) أي سنة 2015, 


تمرين 35 
نعتبر المتتالية ( ,4م ) المعرفة على ب :2 = ر والعلاقة : 
4+3 = ,2 - ,د . لتكن المتتالية (,م) المعرفة على ]7 
ب : (غ*اء م) 1 :نه + VnceN:v, =u,‏ 
1) عين العدد الحقيقي »حتى تكون (,«) متتالية هندسية يطلب تعيين 
حدها الأول ولا وأساسها 4. في كل ما يأتي نفرض 2= a‏ 
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1 
2)استنتج أن : 2+1 سد > ونا 


3) نضع : ,۷ +... + ۷+ رہ = ,وى . أحسب ےک وہک ہنا 


الحل 
1[)كون ( ,«) متتالية هندسية إذا تحقق 4« = N:۷,,,‏ € 7 
3 1 
لدينا : 2۸+3= ,21 - م ومنة : Ht, r o"‏ 
Pe = u, + a(n +1)-1=‏ 


1 3 
= gl, n~ > +a (n +1)-1= 


2 
an-1)+ lan-n+a-2 =‏ + ئ 
2 2۹ 
10 ل 
2) " 2 
تكون المتتالية ( ,«) هندسية إذا کان : zan~n+a-2=0‏ 


2=0- يه + :1 - اانه ومنه : 0= (6-2ه) +(2- ©)2 


تكون المتتالية (,«) هندسية إذا كان 2 = به ويكون حدها الأول 
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r 


vo = 4, ~1 =1‏ وأساسها 


لما 
2( 2 - به فالمتتالية (,«) هندسية ويكون پر = "1, = ر, 
لدينا : 1- 2۸+ ,م = رر ومنھ : 2۸+1 رد ر 


۳ 1 
ادن ٠‏ 2+1 = ل 
0 7 


1 


تمرین 36 

تھ یرای یی ل 
1 أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي فإن : 0 < ى 

2( أ( أحسب u,‏ بدلالة ور , 

نبا استنتج أن ( ,4 ) متتالية هندسية يطلب تعيين حدها الأول U‏ 

وأساسها ۾ , 3) نصع HU,‏ .< + بلا + .S, = Uy‏ 


1+ 
)١‏ أحسب رك بدلاله ر . ب) بین أن 5S = | e dx‏ 


fi 
0 


VneN:u, = 
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الحل 


1) نعلم إذا كان 0 < (×) يلما [6,»[ء × فإن دع )را . 


بما أن من أجل كل عدد حقيقي × لدينا 0 < "** ع فإن : 
1+ 


0< ×4 (*)/ | ومنه 0 < »من أجل كل عدد طبيعي ر 
)١ -2‏ لدينا ع + 55-5 ب بولك عن | ومنه 
0 
ام ر ۴ 1 ع |= e "dx‏ | 00 


=e" +e =e + ”تم يام‎ =(e-1)e” 


M1 = (e-1) ل‎ =e" )e-1(e” =e" × u ب)‎ 


. : 1 : في کچ 7 2# 7 
بماان .م -- ن فإن ( ,» ) متتالية هندسيه حدها 
6 


الأول 1- ع = ,مم وأساسها ب 
e‏ 


1 اش‎ 1-(e" ٣ 
فى‎ =u +U +. +U =U, ا )د‎ 


1-e 
= (e-1)x - «1 د ال‎ e)1-e™) 
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+1 


ب) عر م | ا + S, = U + + A, = fede‏ 
نعلم أن إذا كانت الدالة ار مارا فلي إلبجاز [ 4“ :»] فان : 
J (a+ (a+ (a= (e‏ 


[e‏ = مول ا+ددى 1 .ع موه 1+ 1 مواقم 1+ 1 5 5 ظ 


0 


تمرين 37 
لتكن المتتالية العددية المعرفة على ]3ب : 5/3 = ير ومن أجل كل 


د یری شير کیم :2+ 3 ,ين حيث }3 ,0 ae R-‏ | 


نعتبر المتتالية ( ,ا) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ب : 
2 

3 -يعم 
تعيين حدها الأول وأساسها بدلالة ن. 
ب) عين م حتى تكون ( ,2 ) متقاربة . 
نفرض أن 6 = ے. أ) عين عبارة ,رتم u‏ بدلالة بر , 
ب) أحسب المجموع Fat,‏ للقن 
ج) أحسب ل Tr,‏ 


١-1 ٠. ۷, = »,-‏ أثبت أن ( ,«) متتالية هندسية يطلب 
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الحل 
1- ( تكون ( ,«) متتالية هندسية إدا وجد ع#دد / بحيث يي - ع 
2 ۶ 3_ 2 

4y‏ حل 


aay a ala 


إذن المتتالية (,«)متتالية هندسية أساسها ت - ي وحدها الأول 
04 


Oa — 21‏ 2 5 هم 
(3-)3 4-3 3 3-ي ° ` 
پا( تكون المتتالية الهندسية متقاربة إذا كان ]< 0 < 1~ 


ومنه ( ,«)متقاربة إذا وفقط 1> »/3 > 1- ومنه : 


. 3 3 
1 > ث > 1-يكافئ ( 1-<- و 1>-) أي: 
7 0 44 


ا انت وو ®“ ( ومنك : 
Qa 00‏ 
إمد:0[ ب ]3-:--[ a e‏ و أصعد:ة[ ب [0;ھ-] € a‏ 
إذن : |0+ ;3[ ب [3-;ھ-] a e‏ 
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a 1 07‏ 1 20 
ر ( لما 6 > ن1 ری جي إنن. : o‏ = “دخ ان 


2 1 n+l 2 
= (+, +. +, )+ >)» +1( > و‎ . +7(+1) 


7T = (0 +1) + (v + 2( + ), + 22( + ...+ (, +2”( = 


- (”2+... + 27+ 1+2) +( +. + يبوج ۷+ ر( = 


1 
1+-—- "2 =1 "2+ 1 2= 
2 سے 


+1 | 


لان 1 “7ے E.‏ = ”2 +... +2 +1وهي تمثل مجموع 


ل (1+م) حدا متتابعا لمتتالية هندسية حدها ألأول 1وأساسها 2 


لمرين 38 
نعتبر المتتالبتين ے,(,ږ) د ب (2,0) المعرفتين كما يلي : 
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J 


u, =1, u =2 1 
0 -3 +U,_, =0 5 ل 0م‎ 2 

1) أحسب ريم و يي ثم ر« و ۷. 

2 أ) أثبت أن ( ,«) ثابتة وحدد قيمة «. ب) استنتج ى بدلالة ى 
3 لتكن المتتالية ( ,م ) المعرفة على 11ب : 3- ,نا = ,م 

أ) بين أن ( ,م ) هي متتالية هندسية محددا أساسها وحدها ألأول . 
ب)أحسب Uu, SP,‏ بدلالة مم . ج) أحسب بدلالة کل من : 
7 ...+ وي = رى + 17 + ... + =u‏ رذ ٠‏ 


r= 203» ...» P, 


الحل 


= <3 3-7 : ومنه‎ 2:4  - 3 + » _,- 0 1)لدينا:‎ 
3 1 1f 3 1 5 
UH, ETT : د‎ 0 
1 3 3 
ولا : و ا ل اك‎ = H4, i] 
1 3 1 1 
ب‎ = t1 * < Hy, <a He 7 a n كي 4 - ,ا سس‎ 
2 2 2 2 2 


2 أ- بما أن من أجل كل عدد طبيعي ۸ لدينا ,ر = « فالمتتالية 
(,«) تة 
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3 1 
بح يله - = ,۷ = ولا . ب) لدينا “2 Jy > Har‏ 
ومنه : س و معناه : سو ر 
2 2 2 2 
3- أ) تكون ( ,م ) متتالية هندسية إذا وجد عدد بوبحيث 4 


1 3 1 1 
ر‎ 3= + -3=-)u,-3(= ج‎ 
Pn+1 n+1 2 5 39 3 ) 2P" 


TT 1‏ 060" 1 ظ 
بما أن P‏ و .رم فالمتتاليه ( ,م )هي شدد سیه أساسها 2 وحدها ٠‏ 


الأول 2- دروم . ب) . س 3 


ظ 2-1 0 2 0 4 Po‏ = بر 
ي کڈ = م ومنة 3-3 + ,م =„ 


1-4 
ر5‎ = Hy FF HUH, = (Po ,م)+...+(3+‎ +3) = 


(1+»)ة+ ز جد -1 |4 - (نجم)ة+ زيم +..+ (o,‏ - 


7= Dp, »اا‎ PD, < ...“ Py >> 
py x(pa)xx( pa" )=(ı) xax x.x = 
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ٍ Pn+ı =P, 


n(n+1) 


ا ¥ # +...2 + +0 و س 
"xa 2 25-000 2‏ (,م)- ت Pa ET‏ 


ل 3[ كمايلي : م = «دومن أجل كل 
عدد طبيعي , بالعلاقة التراجعية : 3 = ,202 - ,,,ا3 . 

1) أحسب رر , رو بس بدلالة بم 

2) نعتبر المتتالية ( ,»)المعرفة على ا =v,‏ 2# 

أ) أحسب ,وبين أن 0= ,2,4 - ,,,3. مادا نستنتج ؛ 
ب)أحسب ,د ثم ,بر بدلالة © و4 . ...+ ربوج نو ع Sy,‏ 
3) أحسب بير + ... + رن + ,4= 2e, ° Sy,‏ : 
4( .. (,م)متتالية عددية معرفة ب : P, e‏ | 

. عين العدد الحقيقي ى حتى تكون ( ,م ) متتالية هندسية‎ )١ 


2 2 _ 
ب) نفرض أن 3-= ب . أحسب : ,4 +...+ ,+ =U‏ ,1 


الحل 


2 ب 
نك ٠‏ نسم = ان * 9 
1) لدينا 3 - ,20 - ,,,30 ومنه : 1+ ,لاح = ره إذن 


: ومنه‎ RELA 3 Ay = Yr 3 : لدينا‎ 
ل‎ 7 24, = 3 (Var -3(- 2), -3( 1 


1 -2[-20, + 6 - 20,-6-20, +6 =0 
3 ft 


5 2 a. 
فا لمتتالية ( ,ږ)‎ H+ > 3 أي‎ SU 2u, = 0 بماأن‎ 


q= 2 وأساسها‎ UH, هندسية حدها الأول‎ 
. 2 1-1 
Uu =V, 7 3 لدينا‎ . U, = u4" 2 (o 1 3*2) ۰ 


. 1-: 2 
ومنه: 3+ 521011106 


1-0“ 
$, =, Fa, ا‎ (3 


-3(-3(×|1-)74( | 
S' =v +a. +, = (4, + 3) + ...+ ), +3( - 


-0 + U, + ...+ u, ( + 3n = S, + 34 = 


- e-3 |“ 
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4) تكون المتتالية ( ,م ) هندسية إذاوجد عدد وبحيث ۾ × ,م = ,7 
1 2 2 
- 1 + ين - + زين + ١‏ - = ين + 1 + لاح ع m1 Vg, FC‏ 
3 29 ا 3 | 1 1 P‏ 
1 م 5 
93 
تكون ( ,م ) متتالية هندسية إذا كان -a+1=0‏ أي : 3- = 
و 2 
من أجل 3- = بى المتتاليه ( ,م ) هندسية أساسها ده 


الأول 4 = 2a‏ = ين + الا ح PD,‏ 


2 2 ا‎ 0 -1 
I, MH ا‎ UH, | سإإ-‎ ee FF HU, ا “إن ) + ...+ (4)+ 2 د‎ 


اي + q*‏ + 2ن +1) 4 0 
))4( )4+( 


(2)0-1 4 2 
Gê +--+ 1‏ 
3 3 3 
هومجموع ل ر حدا متتابعا لمتتالية هندسية حدهاألأول 1 


2 
وأساسها 3 6 إذن: 
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الحسل 
1 تكون المتتالية ( ,«)ثابتة إذاكان من أجل كل عدد طبيعي , 
يكون لدينا : ,۷ = ,۷ . إذا كان 2 = ۾ فان ؛ 


> 1 ظ 
0 + أ 0 ,(3- (a‏ + جر 7 - وغ 0 ا 7+1 


2 = 27 1+ 5 ادا 0 ب (2-3)+ برا )2 1 


ق بماأن من أجل كل عدد طبيعي ر لدينا ,ا = ,,« فالمتتالية (,«) هي 

ا اع > في ظ منثا لية ثابتة 2 = V, = Vy = U, - Ug‏ 

نعتبر المتتالية ( ,») المعرفة ب: 1 - ر و من أجل كل عدد طبيعي رر ظ ب) لدينا 2 = ,۷ = ,؛: - ,,.؛ حسب التعريف فالمتتالية (,::) هي 
. 1 ظ : 1 ان If H+‏ 

u, + (4-3), 2‏ > = 4 حيث ۾ عدد حقيقي . متتالية حسابية حدها الأول 1 = ر واساسها 2. 

. u, =u 7د‎ -1+ 22 (CC 8 u e ek 3 N لتكن المتتالية (,«) المعرفة على‎ 

1) نضع س Va Fad n‏ د) لدينا 2 +1 = .مم وهو يمثل عدد فردي ؛ 

أ) تحقق تحفق بان المتتالية ( ,«) ثابتة . ]| 1= ,1 ,3= هه , 5= به ,..., 28 +1- u‏ نلاحظ أن 

ب) استنتج أن ( ») متتالية حسابية يطلب تعيين اساسها وحدها لأول.. حدود( ,»)هي الأعداد | اطريعية الفرمية والمتتابهة. ٠‏ ' 

)عد يلال عن رن و پا | نط أن 99- 1+249- وه ؛ ويكون مجموع اأعداد الفردية 

صعر من : 


د) استنتج مجموع الأعدادالفر دية 1 الأصغر من 100 ظ و9 ! 
2) نضع 4- = ۾ ظ عو اووس 


) برهن أن ( ,«) متتالية هندسية يطلب إعطاء حدها العام 
ب) أحسب بي لت = S‏ 


ج) برهن أن س r,‏ = بك واستنتج تح أن المتتالية ) ,4 ) متباعدة . 


0 = 10025 = 25 *«(1+99) = 
54 ( اذا كان 4- = 4 فإن : SA Tu,‏ = اي 
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